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2690设函数心)一斟，F(护川弛)，
其中[x]表示不大于X的最大整数．如果自然

数理满足不等式F(／’(门))·F(厂(／、(订)))≥

40≥√瓦，求卵的最小值和最大值．
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即Ae—P．当J A l一一1时，一A也是正交矩阵且

l—A一1．由前面的结论知，存在单位向量e∈

碾3使得(一A)P—P，即AP一一e．

对于空间正交变换仃，由命题9知，存在单位

向量P：∈瓜3，使得叮(P：)一A口：一±ej．在过原点

且以Pj为法向量的平面内，我们选取两个彼此正

交的单位向量P：，e：，使得P：，P：，P：构成右手系．

此时，P：，P：，e：为戚3的一组基向量．设

盯(P 71)=6ll P 7】+6 21
e
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其中6。，∈瓜，i，歹一1，2，3．显然，6，。一±1，6。。一

6。，一o．由于盯为空间正交变换，故盯(Pj)，d(P：)，

d(P7。)为彼此正交的单位向量．类似可证：

B一(6：，)；一。是三阶正交矩阵，即B1B—BB一一
I。．由此可得，

／±1
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o＼
B—I o 6 22

6
23 J，
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33
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其中

B，一f622 623
1

＼6 32
6 33／

为二阶正交矩阵．注意到，口(P：)一6。：P：+6。。e：，

盯(e：)=6。。P：+6。。P：．则仃为e：，P：所在的过原点

的平面上的等距变换，且满足口(0)一0．因此，盯为

该平面上的旋转变换或关于该平面内过原点的某

条直线的反射变换，从而总可选取适当的e：，e：，

使得

B 7一(i：； I三：乙臼)或B 7一(i1 ；)．＼sin臼 cos臼／ ＼0 1／

于是，B具有如下四种形式之一：

／1 0

o cos臼

、O sin目

／1 0

o cos臼

、O sin臼

如果建立空间直角坐标系0一z y72 7，使得

e：，e：，P：分别为与z 7轴，y 7轴，z 7轴正向同向的单

位向量，则B为空间正交变换盯关于基向量组P：，

e：，P：的矩阵．那么，(5)式中B的前三种情形分

别对应着仃是绕工7轴的空问旋转变换、关于

z70z 7面的镜面反射变换与绕z 7轴的空间旋转变

换．再由推论8知，B的第四种形式对应着仃为

一个空间旋转变换(旋转轴为工7轴)与一个镜面

反射变换(反射平面为y 70z7面)的乘积．

综上所述，空间正交变换可以分为以下三类：

(1)空间旋转变换；

(2)镜面反射变换；

(3)空间旋转变换与镜面反射变换的乘积．

结合性质4，我们立即得出：空间旋转变换、

镜面反射变换与空间平移变换是空间等距变换的

基本构成元素，每一个空间等距变换总可表示成

若干个这三种空间等距变换的乘积形式．
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